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Riassunto.

L’analisi fattoriale € un modello formulato nei primi anni *30 del XX secolo
rivelandosi fin dasubito strumento flessibile e potente per leindagini sumolti
fenomeni delle scienze “soft”. |l lavoro fornisce la guida per la sua utilizza-
zione nell’ambito di unaindagine sulla“ricerca del posto, solidiarieta, adat-
tamento nell’ esperienzadel giovani meridionali”. Di rilievo sono le conside-
razioni sull’ uso dell’ analisi fattoriale per dati su scala quantitativa ordinale.

keywords. analisi multivariata, riduzione della dimensionalita, indagini so-
ciologiche

(*) Lavoro inserito come appendice metodologica nel libro: “ Non lontano
dai padri” di P. Botta. Edizioni lavoro, Roma, 1981

L’autoresi elimitato ariportarein formadigitaleil testo e, laddove possibile,
leimmagini eleformuledei lavori originali Quando il risultato della scansio-
nesi erivelato inadeguato, formule e grafici sono stati riscritti. Solo qualche
evidente errore ortografico od imperfezione nelle espressioni analitiche e sta-
to modificato. Il riassunto e stato aggiunto in tempi recenti.



1. Perché questa scelta

| dati di un’indagine sociologica si presentano di solito nella forma di una
matrice di N righe ed m colonne (N> m) di misurazioni simultanee delle N
unitadi osservazione rispetto atutte le mvariabili. L’ analisi fattoriale di una
matrice di dati sociologici contribuisce in maniera determinante, siaadefini-
re con precisione i concetti complessi sia ad arricchire la spiegazione dei
concetti indefiniti o mal definiti, siaa provocare laformulazione di concetti
nuovi. Il suo uso nell’ analisi di dati reali restainfluenzato non solo dall’ aspetto
matematico chei problemi possono presentare, ma soprattutto dagli obiettivi
chelaricercas propone, dallamole dei dati coinvolti e dall’ adattabilita dei
dati stessi ad un modello teorico di interpretazione.

L’ analis fattoriale poggia sull’idea che le variabili siano correlate in
modo tale da renderne possibile la ricostruzione a partire da un ristretto nu-
mero di parametri che rappresenterebbe cosi la struttura portante dei dati in
unaformasinteticaedi piu agevolelettura. In questo senso I’ analisi fattoriale
daluogo, attraverso una procedura complessaed articolatain piu passi itera-
tivi, a delle combinazioni lineari, dette fattori, delle variabili di partenza; i
fattori sono da interpretare come delle misurazioni di aspetti del campione,
non direttamente osservabili, ma che stanno dietro alle variabili che com-
pongono i fattori stessi.

Nell’ambito del presente lavoro I’ analisi fattoriale hamotivato lascelta,
frale 256 variabili del questionario (un numero eccessivo rispetto alle 1.225
personeintervistate) di un sottoinsieme che ne contiene 68 e cherisultano piu
prossime ale ipotes che di solito ricorrono nell’analisi multivariata e che
meglio sl prestano arappresentare il campione nei suoi aspetti caratterizzan-
ti. E' stata inoltre definita una separazione logica delle variabili in gruppi
afferenti ognuno ad un’angolazione particolare da cui il campione poteva
essere colto. Nell’ ultima parte di questa appendice parleremo in dettaglio di
questa classificazione.

La motivazione principale all’analis era quella di ottenere, all’interno
di ogni gruppo, degli indicatori che, daun lato riuscissero ametterein risalto
le caratteristiche comuni delle variabili e d altra parte potessero servire come
“indicatori sintetici” rappresentativi del gruppo in una successiva analisi di
piu gruppi, fase del resto poco praticabile qualorasi utilizzassero tutte le va-
riabili di partenza. Le variabili comprese in ogni gruppo per leloro caratteri-
stiche di assimilabilita per certi versi e di specularita per atri inducono ad
aspettarsi che solo poche avranno effettiva rilevanza; le altre o saranno da
trascurare oppure serviranno arafforzare le variabili “interpretative” in una
direzioneadiscapito di altre, pureinterpretative, main unadirezionediversa.



In generale, quello che bisogna notare e che la composizione dei gruppi €
studiatain manieratale che piu piccolo éil numero di fattori e pitl interpreta-
bili ed interessanti saranno i risultati dell’ analisi fattoriale. A questo finesi e
applicato a ogni gruppo il modello esposto nel paragrafo 2 con le chiavi di
interpretazione delineate nel paragrafo 3. Si e pero precedutal’ analisi verae
propriacon unaseriedi controlli e verifiche (paragrafo 4) che ne collocassero
|" adeguatezza in un ragionevole quadro di generalizzazione.

2. Un modello di analisi fattoriale
L’ espressione analiticadel modello 1 di analisi fattoriale € la seguente

Z; =ajk tak +. ek, U ] =12,..,m

m - Numero delle variabili.

p - Intero positivo minore di m.

Z. - Lavariabile standardizzata j-esima.

F, - L'i-esimo fattore standardizzato.

& - Il peso del fattore i-esimo sulla variabile j-esima.
Uj - Errore di specificazione per laj-esimavariabile.

Con N osservazioni disponibili sullemvariabili il modello potraessere espresso
con lanotazione matriciale:

Z = A F+U
(mxN) — (mxp) (pxN) - (mxN)

Al finedi distinguere |’ effetto su Z di F edi U & necessario che ogni colonna
della matrice A abbia almeno due elementi non nulli. | pes individuali a;
dovrebbero essere inoltre 0 molto piccoli oppure piuttosto grandi in modo
che ogni variabile possa essere collegata ad un numero limitato di fattori.
Leipotes di tipo piu statistico sono soprattutto legate alle aspettative delle
variabili coinvolte nel modello.

1. E(UUY = D; dove D & una matrice diagonale. Questo significa che gli
errori connessi ad una variabile non sono correlati con quelli di altre variabi-
li.

2. E(UFY = O; dove O & unamatrice nulla. L’ ipotesi implicacheil modello
assume I’ assenza di legami Lineari piu 0 meno forti trai fattori e gli errori.



Le due ipotesi danno luogo a delle interessanti relazioni trale matrici di di-
spersione.

a) E(ZZ = ASA+ D;  b) EZFY) = AS

Dove S: elamatrice di dispersione dei fattori.
Per quanto attiene allarelazione @), sei fattori non sono correlati, allora
S-=1, cioe lamatrice di identita e di conseguenza:

E(zZY) = AAL+ D

Dal punto di vista formale, I’ipotesi di fattori incorrelati non e necessaria.
Dato che la S- ammette, per come e definita, una decomposizione nella for-
ma Sg = GG! con G di ordine (p X p) nota come matrice di rotazione, se S
pone A* = AG dlora:

E(ZZY) = (AG) (AG)l + D= A*A*t+ D

Di fatto ci s trova di fronte solo alla seconda di queste relazioni e dato che
non conosciamo G questanon é distinguibile dalla precedente E(ZZ%). L’ equi-
valenza algebrica dei due casi non implica che la rappresentazione delle va-
riabili originarie siala stessa tanto se tenuta con fattori correlati quanto con
fattori che non lo siano. E' molto importante, ai fini dell’ interpretazione del
modello, tenerei due casi ben distinti.

Larelazione b) definisce in sostanza il tipo di legame lineare esistente
trai fattori e le variabili del modello. Come si € detto prima &€ matematica-
menteirrilevante chei fattori siano correlati 0 meno, maé chiaro che assume-
rel’unao |’ atraipotess comporta una precisa valutazione sullaforza del le-
game che esiste trafattori e variabili. Nell’ambito dellaricerca condottasi e
preferito assumere S #1 cioéfattori correlati, dato chelevariabili coinvolte
erano in effetti molto connessefradi loro, almeno daun punto di vistalogico-
formale.

| problemi di calcolo legati al modello di analisi fattoriale sono di:

a. Determinare unastima di A ed eventualmente di S
b. Determinare una stima della matrice D;
c. Ottenerei p fattori con il minimo intero p.

L e procedure da seguire sono numerose. Quella presceltadallaricerca utiliz-
zalatecnica delle componenti principali con iterazioni. Come si e detto pri-
ma, dal punto di vistamatematico, tutte le rotazioni sono equivalenti. Cosic-



cheé le ragioni per preferire una soluzione a tutte le altre devono scaturire
dalla teoria che sta dietro al modello: possiamo scegliere quella rotazione,
quando esista una matrice che si presti ad una piu facile interpretazione, ov-
vero quella soluzione per cui I’ esistenzadi fattori F con coefficienti di corre-
lazione AS. rispetto alle variabili Z € piti coerente allateoria sottostante.

|| problema nella definizione della matrice G € che esiste un continuum
di matrici di rotazioni possibili, cosicché é difficile dire se quellache s e
determinata e lamigliore oppure che non sia possibile ottenerne una adegua-
ta. In ogni caso, la scelta deve sempre essere motivata dallateoriadel model-
lo. Avviare I’ analisi fattoriale significa presupporre che questo sia possibile.
In caso contrario non esiste tecnica di analisi che possafornire unateoria al
modello. Consapevoli di questi limiti si € scelta una matrice di rotazione, da
determinare analiticamente, ma che comportasse comunque fattori correlati
(con coefficienti non troppo elevati, diciamo, in valore assoluto, compresi tra
0.30e0.50) inquanto si efattal’ipotesi chei fattori, per comesi sono definiti
i gruppi di variabili, riproducessero, in misura piu blanda, la struttura della
correlazione delle variabili di partenza

3. Interpretazione del modello
| punti piu importanti della fase di interpretazione di un modello di analisi
fattoriale sono la scelta del numero di fattori e la loro denominazione. La
sceltadel numero di fattori e legataalasoluzione fattoriale direttache e stata
realizzata con la tecnica delle componenti principali. Quello che da questa
procedura si ottiene sono gli autovalori ed autovettori della matrice di cor-
relazione ridotta. Scegliere p vuol dice scegliere le p componenti di maggio-
rerilevanzaed in modo tale che quelle prescelte corrispondano alla gran par-
te dellavariabilitatotale.

Il test di significativita che si e adottato per selezionare il numero di
fattori €il criterio di Bartlett che si concretizza nella formula:

[
Q= —%N -1) - 2m6+5_22% p%m— p)anmim; P o (R)
H

dovei )\(i) sono gli autovalori di R ordinati in senso decrescente ed R € la
matrice di correlazione ridotta cioe la matrice delle correlazioni trale varia-



bili, macon lagli “1” della diagonale sostituiti da valori opportuni ottenuti
con una procedura iterativa.

La statistica Q ha una distribuzione, sotto I'ipotesi di normalita per le
variabili del modello, del x2 con (m-p) (m-p+1)/2 gradi di liberta. Seil suo
valore e significativo, questo va interpretato come un indice di non
trascurabilitadei fattori associati con gli autovalori chevannodap+lam.ll
test di Bartlett consente dunque di sceglierefragli mfattori disponibili i p che
aquesto stadio sembrano promettere particolare idoneita allainterpretazione
del modello di andlisi fattoriale. Inlineadi massimasi € pero fissato a priori
Il numero di fattori daestrarrein base alaregolaempiricap <nv/2 Valeadire
che a massimo si dovranno estrarre dai dati un nu- mero di fattori pari ala
meta delle variabili. Per il limite inferiore varranno soprattutto criteri di
interpretabilita discussi piu avanti.

Altro punto fondamentale &1’ assegnazionedi un“nome” ai fattori. Come
s € detto nell”introduzione i fattori sono da considerarsi delle variabili sui
generis che misurano le caratteristiche intrinseche del dati. Queste ultime
devono pero risultare dalla disposizione dei pesi sui fattori. Unavoltafissata
unasogliaal di sotto dellaqualei pesi sono daconsiderarsi praticamente nulli
(0.25 ad esempio) e quindi con le rispettive variabili ininfluenti sul fattore
resta da vedere come si distribuiscono i pes piu significativi. Sei pesi piu
elevati sono quelli associati a variabili che presentano una connessione ben
delineata fra di loro, la connessione stessa dara il nome del fattore e I’ inter-
pretazione sara completata. Seinvecei pes risultano legati a variabili frale
quali edifficileipotizzare delleinterrelazioni, oppure setuttele variabili dan-
no un contributo equivalente (fattore overall), verraa cadere la possibilita di
Interpretazione ed occorre rivedere |’ intero modello ed il campione di dati a
Cui € stato adattato.

In questo senso occorre passare dalla espressione del modello secondo
lasua“ Pattern fattoriale ” dove le variabili sono in relazione lineare con i
fattori, ala“ struttura fattoriale ” in cui i fattori compaiono a sinistra delle
equazioni

r(ZiFj) = ajlr(FiFl) + ...+a]-pr(Fin)

dove r(Z;F,) eil coefficiente di correlazione fralai-ma variabile ed il j-mo
fattore. Quello che si conosce dei fattori € solo laloro matrice di correlazione
conlevariabili del problema. Valeadirelamatrice A. Infasedi interpretazio-
ne occorre dunque chiedersi unavoltache s siaidentificato un fattore con un
concetto coerente, se qualche atro insieme di variabili qualsiasi non possa
aver dato luogo allo stesso schema di correlazione con i fattori.



La domanda non e oziosa. L’ indeterminatezza dei fattori € una realta mate-
matica, sebbene nella maggior parte del cas il dubbio del ricercatori non
arrivaad esplorare questa possibilita (s veda, per i dettagli analitici Torrens-
Ibern, 1972). Nél lavoro citato viene presentato come sogliacriticadi identifi-
cabilita dei fattori il cosiddetto “ Guttman Criterion ” che discrimina fra i
fattori “ interpretabili ” e quelli che non o sono. Il criterio affermain termini
molto semplici che un dato fattore € connesso con quello specifico insieme di
variabili se

&z 05(y +1)

dove &7 €il coefficiente di correlazione multiplatral’i-mo fattore e le varia-

bili Z, mentre y il valore minimo accettabile del coefficientedi correlazione
fraduefattori diversi, mache hanno |o stesso legame lineare con le variabili
del problema. Se ad esempio (y= 0.6 sl avra 5i2: 0.2 e questo implica che
I”interpretazione del fattore in termini teorici non e affidabile; esiste infatti
almeno un altro fattore, oltre a quello ottenuto dalla procedura, che pur pog-
giando su variabili diverse, € simile aquello determinato e frai duelacorre-
lazione e solo dello 0.20 (in pratica ortogonali). Ragione per cui non si pud

dare alcun significato particolare, ameno di alchimie teoriche, al fattore cal-

colato. In questo lavoro, lasogliadi {iz edtata fissataal livello di 0.8 ovvero

le variabili presenti in ogni fattore ne debbono spiegare almeno 1’80 %. Il
Guttman Criterion che ne consegue e dello 0.6 che pud forse sembrare ecces-
sivamente ridotto, ma elevandolo ancora s rischiadi imporre coefficienti di
correlazione multipla che ben di rado s realizzano in pratica

Selafasedi interpretaziones e chiusacon risultati convincenti, si passa
allastimadei fattori F per tutte le N unita di osservazione. Anche in questo
passo dell’ analisi fattoriale la statistica offre unaserie di procedure alternati-
ve. Quella scelta nel nostro caso € il metodo dei minimi quadrati. Secondo
guesto metodo bisogna rendere minimo il quadrato delle differenze frai dati
originali ed i risultati ottenuti stimando i fattori con i pes ricavati nelle fas
precedenti. Il risultato € la determinazione degli F secondo laformula

F=Z (RAS,)
doveR elamatricedi correlazionefralevariabili Z.. Gli F riflettono alivello

di unitai “ tratti impliciti ” rilevati alivello di variabili e costituiscono il
prodotto finale dell’ analisi fattoriale da usare come input in altre analisi.



4 Considerazioni sui dati

Per analizzare dei dati secondo il “ modo ” dell’ analisi fattoriale non e neces-
sario utilizzare come misura di similaritail coefficiente di correlazione e la
corrispondente matrice R. Qualsias altra matrice di coefficienti di associa-
zione, purcheé presenti le stesse caratteristiche di simmetria e di positivita,
potrebbe essere adoperata come base di partenza dell’ analisi fattoriale,

Nellapresente ricercas ein effetti adoperato il coefficiente di correla-
zione lineare. Le variabili erano pero tutte misurate su delle scale ordinali e
con dei campi di variazione abbastanza diversificati. E' stato dunque neces-
sario prendere in considerazione i problemi connessi alla misura su scala
ordinale. Era possibile utilizzare il coefficiente di correlazione per ranghi
comeindicedi similarita, il che sarebbe stato piu coerente allascaladi misura
delle variabili. Comunquei risultati ottenuti sono stati perfettamente analo-
ghi nel due casi e quindi sl € mantenuta la correlazione lineare come misura
di smilarita

In generalel’ uso dei dati ordinali comporta, in positivo, una attenuazio-
nedei problemi legati alladiversitadelle scaledi misurazionei quali possono
viziarei risultati. Consegue anche una attenuazione del problemadellastima
dellamatricedi correlazionein presenzadi valori remoti nel campione. D’ al-
tra parte |I'affidarsi a dati ordinali preclude in sostanza I’uso dei test di
significativita; dato chetali test poggiano sull’ipotesi di distribuzione norma-
le delle variabili e su quelle ordinali si pud porre solo a prezzo di ulteriori
ipotesi ancora meno plausibili. Non s tratta di una gran perdita in quanto i
test possono ben di rado applicars in manierarigorosaanche con variabili di
tipo metrico.

L’analisi fattoriale € unatecnicai cui risultati non possono essere valu-
tati in maniera separata dalla particol are trasformazione (o codifica) adottata
sulle variabili. Per esempio il coefficiente di correlazione lineare cambia di
segno se st modificail senso della codifica (assegnando per esempioiil valore
piu ato allo status che s trova al’inizio della scala graduale) senza che si
possa ritenere modificatal’ intensita del legame lineare frale variabili. Altro
elemento di cui occorretenere conto nel calcolo di r(x, y) échesel’intervalo
di codificadella X e/o dellaY viene cambiato allora pud cambiare anche il
valore di r(X, Y) con conseguenze negative sulla corretta interpretazione e
confrontabilitadellamisura. In realtaquando alcuni gradi di misurazionedella
X odellaY vengono aggregati o soppressi alorar(X, Y) calcolato sullo stes-
so numero di unita di osservazione tende ad essere piu elevato dando cosi
unaideadistortasullaforza dellainterrelazione esistente frale due variabili.
Questi inconvenienti si verificano in maniera pit 0 meno accentuata a secon-
do dell’ampiezza del campione su cui Si opera.



Si e dovuto dunque procedere ad una verifica sia della struttura di codifica
che dellamisura di similarita al fine di saggiare |’ eventualita di conclusioni
diverse apartire da diverse numerositacampionarie. 1l controllo é stato effet-
tuato per ogni gruppo di variabili secondo i tre passi che seguono:

1. Estrazione di due campioni casuali con riposizione ciascuno di numerosita
N/2;

2. Calcolo del vettore delle medie e della matrice di dispersione sia nei
subcampioni che nel campione totale;

3. Esecuzione del test sulla differenza dei vettori di valori medi ottenuti al
punto 2.

| tre passi suddetti sono stati eseguiti tre volte per ogni gruppo. L' ipotes di
uguaglianza dei valori medi e stata accettabile circa due volte su tre in ogni
gruppo. Questo da un lato conforta sulla base di dati su cui S e costruita
I’analisi fattoriale etral’ altro indica chelanumerosita del campione era pro-
babilmente eccessiva, data la accentuata omogeneita della popolazione
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